BULOVA (PREKIDACKA) ALGEBRA

Zakoni formalno-logickog  misljenja i zakljuéivanja  zasnivaju se na
tvrdenju koje moze biti istinito il neistinito, ali nikada delimicno isti-
nito ili delimicno neistinito. Ove zakone u obliku prostih i slozenih sudo-
va ili iskaza dao je veliki greki filozof Aristotel.

Godine 1854. engleski matematicar Dzordz Bul, u delu Istrazivan Jje zako-
na misijenja, prvi put predlaze da se ovi zakoni opiSu algebarskim relaci-
jama. Iz ovog dela se rada nova matematicka disciplina, nazvana algebra lo-
gike ili, popularne, Bulova algebra. Do pocetka Drugog svetskog rata sma-
tralo se da je algebra logike jedan  slucajni, apstrakini misaoni sistem  ko-
jl ne moZe imati nikakvih prakticnih posledica, pa je bio skoro zaboravljen
i odbacen. Medutim, Bulova algebra je nagla svoju pravu tehnicky primenu u
razvoju digitalnih ragunskih magina ; digitalne tehnike uopite, koja pred-
stavlja jednu od najvecih tehnickih revolueija.

Moguénost  izrazavanja formalno-logickog zakljucivanja  algebarskim ope-
racijama koje se wvrie po poznatim pravilima algebre dozvoljava da se proces
formalno-logickog zakljuCivanja lako kvantitativno izrazi, tchmicki reali-
Zuje 1 automatizuje.

4.1 AKSIOMI I OSNOVNA PRAVILA

MozZe se pokazati da su algebra sudova (iskaza) i algebra skupova poseb-
ni slu¢ajevi jednog sire definisanog matematickog sistema koji se zove al-
gebra logike, ili Bulova algebra. Bulova algebra je deduktivni matemeticki
sistem koji pociva na aksiomima pomocu kojih se dalje dokazuju teoreme. Na
taj naéin se iz dokaza izbacuju intuitivni elementi, ociglednost geometrij-
ske ili fizicke interpretacije, a kao jedini dokazni materijal koriste se
navedeni aksiomi.

Neka skup S:{X,Y,Z,U,V,w,...} sadrzi minimalno dva razlicita elemen-
ta. Na ovom skupu se definisu dve interne binarne operacije, koje se ozna-

. ] . " foaom g
Cavaju znakom ”+7” i znakom ”-”. Da bi skup S i operacije ”+”_1 +7 sacinja~
vali Bulovu algebru, neophodno je da budu zadovoljeni aksiomi nazvani ak-

siomi Hantingtona. To su: . . ‘ 1
A.1-Binarne interne operacije su komutativne na skupu S i poseduju od

liku distributivnosti jedna prema drugoj, tj. ako za svako X:Y-Z € S vazi:

X+Y=Y+X: X-Y=Y X
X (Y+2) = (X-V)+(X-2);  X+(Y-Z) = (X+Y)-(X+2)

A2-Binarne interne operacije poseduju. na skupu S ralicite neu.tralne
clemente 1 1 0, tako da za svako X € S postoji clement 0,0 € S, tako da je:

X+0=X
i za svako X € S postoji 1 € S, tako da je :
X-1=X



A.3-Na skupu S svaki element, X,X € S, ima jedinstven inverzan element
X,X € S, tako da je:
X+X=1 X-X =0

Vazna osobina Bulove algebre, koja sledi direktno iz navedenih aksioma,
jeste princip dualnosti. Svi su aksiomi dati u parovima, posebno za opera-
ciju ”+”, posebno za operaciju ”-”. Ako se izvr§i zamena "+” sa "-” i 1 sa
0, onda se, polazeci od aksioma za ”+” operaciju, dobijaju njima dualni -
simetri¢ni aksiomi za ”+” operaciju.

4.2 ZAKONI I TEOREME

Iz navedena tri aksioma Bulove algebre izvode se teoreme vl{pje se doka-
zuju pomocu ovih aksioma. Teoreme su date takode u simetriCnim parovima
(dualno) i dokazuju se simetriCnim—dualnim aksiomima.

T.1. Teorema o idempotentnosti
X+ X=X X X=X
dokaz: X+X=(X+X)1=(X+X)- (X+X)=X+(X-X)=X+0=X
X X=(X-X)+0=(X-X)+(X-X) =X (X +X) =X-1=X
T.2. Teorema o "0" elementima
X+1=1; X-0=0
dokaz: X+1=(X+1)-1=(X+1)-(X+X)=x+(X-1)=X+X=1
X 0=(X-0)+(X-X)=X-(0+X)=X-X=0
T.3. Teorema o involuciji
(X)=X
dokaz: iz X+X=1 i X-X=0 sledi
M+X)=1 i (X)-X)=0,
Sto znadi da je X jedinstvena negacija velicine X.

T.4. Teorema o apsorpci ji

X+(X-Y) =X X-(X+Y) =X
dokaz: X+(X-Y)=(X-1)+(X-Y)=X-(1+Y)=X-1=X
Xo(X+Y) =) +(Y)=X+(X-Y)=X

Napomena. U prvom delu ovog dokaza, pored Al i A2 koriséena je T.2.
Drugi deo dokaza je sveden na dokazani prvi deo.



T.5. Teorema o asoci jativnosti
X+(Y+2Z)=(X+Y)+Z, X-(Y+2)=(X-Y)-Z

Dokaz ove teoreme se izvodi na slican nac¢in kao 1 dokazi prethodnih te-
orema, ali posto zauzima dosta prostora, ovde je izostavljen.

e 1.6, De Morganovi zakoni

(X+Y) = X-7; (X-Y) =X+Y
Dokaz: s obzirom na A.3. dokazuje sc najpre da je :
(X+Y)+(X-Y) =1 (X+Y)-(X-Y) =0

odnosno: (X +Y)+(X- V) ={(x+Y)+ X} {(X+Y)+¥ p={(X+X)+Y p-{X(¥ =V } =
={1+Y}-{1+X}=1-1=1

(X+Y)-(X-V)=X-X-V)+Y-(X-V)=(X-X)-Y+(Y-¥)- X=0-Y+0-X=0+0 =0,

§to znaéi da je: (X+Y)+(X-7)=1=(X+Y)+(X+Y)
(X+Y)-(X-Y)=0=(X+Y)- (X+Y),
odakle sledi da je: (X-V)=(X+Y).

Drugi deo De Morganove teoreme moze se dokazati analognim putem. ko-
ris¢enjem principa dualnosti.



Pirscva funkcija . . ... .I. po definiciji ima vrednost 1 (Z =1)
samo ako su svc nczavisno promenljive nula. Ako bilo koja od promenljivih
(jedna ili vide) ima vrednosl 1, funkcija je nula. Tabela 5.2 predstavlia
kombinacionu tabclu Pirsove funkcije, iz kojec se moic napisali disjunkrivna
forma: '

Z=X-Y. , (5-3)
Primenom De Morganovih zakeona na ovu jednadinu dobhija sc:
Z=X +7Y. (5-4)

To znadi da sc Pirsova [unkcija moze realizovati pomodéu TIY kola i inverto-
ra, pa se stoga to kolo nmarziva NILI kolo {engl. NOR gate, slika 5.0.a). Re-
alizacija NILI kola prema jednacini (5-3) ostvarije se prvo negiranjcm ne-
zavisno promenijivih (ulaza), pa onda njihovim propustanjem  kroz 1 kolo,
kao na slici 5.6.b). _

Jednatina  (5-3) je pogodna 2 realizaciju NILI kola i u rclejno-
kontaktnoj tchnici ¢slika 5.7y, U kolu na oveoj slici izmedu rtacaka 4 7 B
postijace galvanska veza (Z =1} samo u sludaju kada je X =Y = 0. Tada su

mirni kontaktl zalvoreni, odnosno X =Y =1 (relei nisu pobudeni).
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Ekskluzivna disjunkcija ima vrednost 1 kada samo jedna od nezavisno
promenijivih ima logicku vrednost 1. U svim ostalim slucajevima e Z=10.
Posto je u drugoj i trecaj wrsti Z =1, disjunktivna forma funkcije ée  bi-
tn:

Z=XY+XY. (5-5)



Jednacina (5-5) pokazuje da ¢e realizacija ove funkcije pomocu 1, ILI
kola i invertora izgledati kao na slici 5.8.

_ _ X Y zZ
Z=X-Y+X-Y ololo
0|1 ]
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1 1|0
S 5.8. Realizacija ckskluzivne ILI funkeije Tabela 5.3

Ekskluzivno ILI kolo je kolo koje realizuje funkcija ekskluzivne dis-
junkcije i oznacava se posebnim simbolom (slika 5.9.a). Na shci 5.9.b) rad
ovog kola je ilustrovan talasnim oblicima napona na ulazima i izlazu.

Ekvivalentna kontaktna Sema sledi iz jednacine (5-5). U slucaju dve
promenljive, odnosno dva ulazna kola, funkcija Z ée biti 1 ako se te pro-
menljive medusobno razlikuju (slika 5.10).
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S1L 5.10. Relejno ekskluzivno TL1 kolo

Funkcija ekvivalencije Fg u tabeli 4.5 dobija se negacijom ekskluzivne
lunkcije:

' Z=X-Y+X-Y. (5-6)
Oqa ima vrednost 1 kada su nezavisno promenljive jednake. Kolo koje reali-
zuje funkciju ekvivalencije naziva se komparator. == - "1 -



Osnovna logicka kola

Operacija Simbol Booleov izraz Tablica istine
ULAZ 1ZLAZ
)_ A B AANDB
0 0 0
A- 0 L 0
1 (AND) 1 0 0
1 1 1
ULAZ 1ZLAZ
A B A AND B
' 0 0 0
1L (OR) A+B 0 1 0
1 0 0
| | 1
ULAZ 1ZLAZ
- A NOT A
NE (NOT A
(NOT) —| »— o 3
1 0

IZVEDENA logicka kola

Operacija Simbol Booleov izraz Tablica istine
ULAZ 1ZLAZ
NI (NAND) A B ANAND B
A.-B 0 1 1
1 0 1
1 1 0
NILI (NOR) ULAZ 1ZLAZ
A 8 ANOREB
) 0 ) 1
A+ B o | 1 0
1 0 0
1 x 1 0
XiLl (XOR)
ULAZ 1ZLAZ
A B AXOR B
TN 0 1 1
1 0 1
1 1 0
ULAZ 1ZLAZ
A 8 AXNOR B
0 0 1
XNILI (XNOR) D— AaB 0 | 1 3
1 0 0
1 1 1




